1. Osnovi matematicke analize
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Realne funkcije jedne realne promenljive

Grani¢na vrednost funkcije

1. Na¢i sledeée grani¢ne vrednosti:

4 2 _
a) lim X =1 b) lim XF2X=3
-1 x=1 x—1 Xx—1
. x? -1 : x* -3
¢ lim———m— im————
x>1 X° —3X+2 x>3 X" —2x° -3
Resenje:
4 x? —1)(x* +1
a) lim :Iim( )( )
-1 X — x—1 X—=1

(x=1)(x+1)(x* +1)

. T 2 _ _
leLrll 1 _lem(x+1)(x +1)_2-2_4
2. Naci
2_ 5_

2) Iim3x 2x+7 b) lim x2 5x+3

x>0 Qx° -1 x>0 X7 +2X -1

. 53 +3x%+2x+3 . X'+ 2X*+x+5
c) lim d) lim

x>0 5 4 2x% + X +3 x>0 5x3 4 x? 4+ x+3



Resenje

32 —x+7 3 1,7
A lim X~ x x _8_1
2 - - - )
o 91 g 1 9 3
x? X

3. Izracunati sledece grani¢ne vrednosti:
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b) Racionalisanjem imenioca
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Izvod funkcije

1. Na¢i prvi izvod funkcije
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2. Nac¢i prvi izvod funkcije
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Nac¢i drugi izvod funkcije
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Ispitivanje funkcija
1. Ispitati osobine i nacrtati grafik funkcije
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Resenje:

a) y=x"-8x"+7

1) Funkcija je definisana za svako x iz skupa R.
2) Funkcija je parna

f(—x) = (—x)4 —8(—x)2 +7=x"-8x"+7=f(x).



3) Funkcija ima cCetiri nule i to Ai(\/? 0), AZ(—ﬁ 0), A,(L0)i A,(10).
x* —8x?+7 =0 uvodimo smenu x> =t
2-8t+7=0, t, =7,t, =1=> % =~/7,%, =—/7, %, =1,x, =—1.

4) Tacke ekstremuma i monotonost

Stacionarne tacke dobijamo reSavanjem jednaine y'=0
y'=4x® -16x
4x°-16x=0, x, =0, X, =2,%, = 2.

Intervale i vrstu monotonosti odredujemo pomocu znaka prvog izvoda. Dovoljno je odrediti znak
prvog izvoda u bilo kojoj tacki svakog interval kao §to je prikazano u narednoj tabeli.

X1 (=0=2)| 2 | (=2,0) | 0| (02) | 2 | (2+)

y | <0() 0 >0 (+) 0 <0 () 0 >0 (+)
y F-ja E; F-ja E, F-ja E; F-ja
monotono | min monotono | max | monotono | min | monotono
opada raste opada raste

a) X=-2 tacka lokalnog minimuma f(-2)=-9, E (-2,-9)

b) x=0 tacka lokalnog maksimuma f(0)=7, E,(0,7)

) X=2 tacka lokalnog minimuma f(2)=-9, E,(2,-9).

6) Intervali konveksnosti i konkavnosti i prevojne tacke funkcije

y"=12x"-16

12x*-16=0, x, =

23
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Intervale konveksnosti 1 konkavnosti odredujemo pomoc¢u znaka drugog izvoda. Dovoljno je
odrediti znak drugog izvoda u bilo kojoj tacki intervala kao $to je prikazano u narednoj tabeli.
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y >0 0 <0 0 >0
y Funkcija je P1 Funkcija je P, Funkcija je
konveksna konkavna konveksna
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Grafik funkcije y=x*—-8x*+7 Grafik funkcije y = x®+6x* +9x

b) y=x®+6x*+9x

Funkcija je definisana za svako x iz skupa R. Funkcija nije ni parna ni neparna. Nule funkcije su
X, =0,x, =-3. Funkcija nema asimptote, jer je Iirp f (X) = too.

y'=3x*+12x+9, funkcija ima maksimum u E, (-3,0), aminimumu E,(-3,0), dok je

prevojna tacka P(-2,-2).

X*—3x+2
) y=—-—"—
X+1

1) Funkcija je definisana za svako x iz R, osim za x=-1 (vx e R, x = —1).
2) Funkcija nije ni parna ni neparna

X)? +3(—x)+2 X —-3x+2
-X+1 -Xx+1

fx =L

£+ (X).

3) Funkcijaimadve nuleitou A(LO)i A,(20).
x*—3x+2=0,x =1X%, =2.

4) Vertikalna asimptota x =—1,

. . X2-3x+2
Leva grani¢na vrednost lim ——— =
x->-1- X+1



- o XP-3x+2
Desna grani¢na vrednost lim ——— =
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Kosa asimptota y =kx+n=x—4,gde je
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5) Tacke ekstremuma i monotonost

Stacionarne tacke dobijamo reSavanjem jednaine y'=0

, [x2—3x+2J _ X*+2x-5

y'= —, X*+2x-5=0, x1=—1—\/5, x2=—1+\/5
X+1 (x+1)

Intervale i vrstu monotonosti odredujemo pomocu znaka prvog izvoda. Dovoljno je odrediti znak
prvog izvoda u bilo kojoj tacki svakog interval kao §to je prikazano u narednoj tabeli.

(x+1)%*>0,vx = -1

X | (o0, =1-+/8)| -1-V6 | (-1-v6,-1)U(-1-1+6) | ~L+VE (~1+6,+0)
y| >0(+) 0 <0 () 0 >0 (+)
y | Funkcija E; Funkcija monotono E Funkcija
monotono max opada min | monotono
raste raste

f(x=-1-V6)=-2/6-5=E,  f(x=-1+16)=26-5=F,

6) Intervali konveksnosti i konkavnosti i prevojne tacke funkcije

Y.
(x+1)°

Drugi i1zvod je razli¢it od nule za svako x iz oblasti definisanosti funkcije 1 nije definisan u tacki
x=-1.

Intervale konveksnosti i konkavnosti odredujemo pomocu znaka drugog izvoda. Dovoljno je
odrediti znak prvog izvoda u bilo kojoj tacki intervala kao $to je prikazano u narednoj tabeli.

X (—o0,—1) (-1, +o0)
y <0 >0

y Funkcija je Funkcija je
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2. Ispitati osobine, ucrtati sve karakteristi¢ne tacke na grafiku funkcije 1 obeleZziti asimptote
ukoliko postoje.
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Resenje:
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X_

b) Grafik f-je y=
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c) Grafik f-je y=x"—-4x*+3
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2. Ispitati osobine i nacrtati grafik funkcije
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Resenje:
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1) Funkcija je definisana za svako x iz R, osim za x=-1.
2) Funkcija nije ni parna ni neparna
3

(=
0= 2(—x+1)°  2(-x+1)

_ =+ (X).

3) Funkcija ima jednu nulu u A (0,0), x*=0.

4) Vertikalna asimptota x = -1,

3

Leva grani¢na vrednost lim 5 =—00
o= 2(x+1)
3
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Kosa asimptota y = kx+n = 2—1, gde je

3 3
k= tim 2 pim— XL im (£ (0 -k = lim| —— X |1,
X4 X X—>00 2X(X+1) 2 X—>+00 X—>00 2(X+1) 2

5) Tacke ekstremuma i monotonost

Stacionarne tacke dobijamo reSavanjem jednacine y'=0

X '_x2(2x+6)
y _(2(x+1)2J 4(x+1)°

x*(2x+6)=0, x, =-3, X, =0.

Intervale i vrstu monotonosti odredujemo pomocu znaka prvog izvoda. Dovoljno je odrediti znak
prvog izvoda u bilo kojoj tacki svakog interval kao §to je prikazano u narednoj tabeli.

Prvi izvod nije definisan u tacki -1.

X | (=03 -3 (-3.-1) (-1,0) (0,+)
y >0 (+) 0 <0 () >0 (+) >0 (+)
y F-ja E; F-ja monotono F-ja F-ja monotono
monotono max opada monotono raste
raste raste
27
f(x=-3)=-"T=E

6) Intervali konveksnosti 1 konkavnosti 1 prevojne tacke funkcije

3x
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Drugi izvod nije definisan u tacki x=-1.

Intervale konveksnosti 1 konkavnosti odredujemo pomoc¢u znaka drugog izvoda. Dovoljno je
odrediti znak drugog izvoda u bilo kojoj tacki intervala kao §to je prikazano u narednoj tabeli.

X (—o0,—1) (-1,0) 0 (0, +<0)

y >0 >0 0 <0

y Funkcija je Funkcija je P (O 0) Funkcija je
konveksna konveksna ’ konkavna
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Grafik f-je y=———
=y 2(x+1)’

3. Ispitati osobine, ucrtati sve karakteristi¢ne tacke na grafiku funkcije 1 obeleZiti asimptote
ukoliko postoje.
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Resenje:
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c) Grafik f-je y = x+i2
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